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TRANSFORMATION DE FOURIER-MUKAI
SUR LES SURFACES HYPERKA¨HLE´RIENNES
Claudio Bartocci, Ugo Bruzzo et Daniel Herna´ndez Ruipe´rez
Re´sume´ — Soient X et Y deux surfaces hyperka¨hle´riennes et Q un instanton ge´ne´ralise´
surX×Y ; il est possible d’introduire un foncteur de Fourier-Mukai, qui, sous des hypothe`ses
convenables, transforme fibre´s sur X en fibre´s sur Y . Dans le cas ou` X et Y sont deux tores
complexes duales l’un a` l’autre, ce foncteur transforme instantons sur X en instantons sur
Y . Apre`s un bref aperc¸u de ces re´sultats, on de´finit une transformation de Fourier-Mukai
lorsque X est une surface K3 et on e´tudie le comportement des instantons sous l’action de
cette transformation.
Fourier-Mukai transform on hyperka¨hler surfaces
Abstract — Given two compact hyperka¨hler surfaces X and Y and a holomorphic
vector bundle Q on X×Y , which is a generalized instanton, one can define a Fourier-Mukai
transform, which, under suitable assumptions, maps vector bundles on X to vector bundles
on Y . If X and Y are dual complex tori, this transform maps instantons on X to instantons
on Y . After a quick review of these results, we define a Fourier-Mukai transform in the case
when X is a K3 surface, and study the behaviour of instantons on X under this transform.
1. La transformation de Fourier-Mukai. Soient π:W → Y un morphisme
de varie´te´s (analytiques) complexes compactes et F un fibre´ vectoriel (de classe C∞)
sur W , muni d’une me´trique hermitienne et d’une connexion ∇ compatible a` cette
me´trique. Le complexe de Dolbeault relatif de π:W → Y tordu par (F,∇) donne
une famille d’ope´rateurs elliptiques, parametre´e par les points de la varie´te´ Y . Soit
Ind(F,∇) ∈ K(Y ) l’indice de cette famille. En adaptant dans notre contexte la
terminologie adopte´e par Mukai [12], nous dirons que le couple (F,∇) est IT1 si
− Ind(F,∇) est un fibre´ vectoriel sur Y , que l’on indiquera par F̂ ; les structures
de´finies sur F induisent, de fac¸on canonique, une me´trique hermitienne et une
connexion compatible sur F̂ .
Soient X et Y deux surfaces hyperka¨hle´riennes compactes (ainsi, il s’agit soit de
tores complexes soit de surfaces K3). Les espaces des twistors ZX et ZY sont des
fibre´s holomorphes sur la droite projective CP1; leur produit fibre´ ZX ×CP1 ZY est
isomorphe a` l’espace des twistors ZX×Y . Par conse´quent, on pourra conside´rer le
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diagramme commutatif suivant
ZX ←−−−
pi1
ZX×Y
pi2
−−−→ ZY
p
y yq ypˆ
X ←−−−
pi
X × Y
pˆi
−−−→ Y
(1)
ou` les fle`ches horizontales sont des morphismes holomorphes tandis que les fle`ches
verticales sont des morphismes lisses.
Soit Q un fibre´ holomorphe sur X × Y , muni d’une me´trique hermitienne et
d’une connexion compatible ∇Q. Supposons que le couple (Q,∇Q) soit un instanton
au meˆme sens de [11]. On en de´duit que l’image re´ciproque Q˜ = q∗Q de Q sur
ZX×Y admet une structure holomorphe (cet e´nonce´ peut eˆtre interpre´te´ comme
une correspondance de Ward ge´ne´ralise´e [11]).
Conside´rons un instanton unitaire (E,∇) sur X , c’est a` dire un fibre´ vectoriel
hermitien lisse sur X ayant une connexion unitaire, dont la forme de courbure est
anti-autoduale. Si on tord l’image re´ciproque de (E,∇) sur X ×Y par (Q,∇Q), on
obtient un fibre´ vectoriel π∗E ⊗Q sur X × Y muni de la connexion π∗∇⊗∇Q.
Le complexe de Dolbeault relatif tordu par cette connexion de´termine une famille
d’ope´rateurs elliptiques, dont l’indice est un fibre´ vectoriel virtual sur Y . Au prix
d’une le´ge`re impre´cision terminologique, nous dirons que (E,∇) est IT1 si et seule-
ment si (π∗E ⊗Q, π∗∇⊗∇Q) est IT1 suivant la de´finition que nous avons e´nonce´e
plus haut; sous cette hypothe`se, moins l’indice de (π∗E⊗Q, π∗∇⊗∇Q) est un fibre´
vectoriel sur Y , que l’on notera Ê; de plus, on a une connexion ∇̂ induite de fac¸on
naturelle sur Ê (des renseignements plus pre´cis a` propos de cette construction, dans
un cadre suffisamment ge´ne´ral, sont donne´s dans [2]). Le couple (Ê, ∇̂) est appele´
la transformation de Fourier-Mukai de (E,∇). On prouve le re´sultat suivant.
The´ore`me 1. Le couple (Ê, ∇̂) est un instanton unitaire sur Y .
Il faut remarquer qu’en ge´ne´ral cet instanton peut eˆtre re´ductible meˆme si (E,∇)
est irre´ductible.
Nous nous bornerons a` donner l’ide´e de base de la de´monstration de ce the´ore`me.
Puisque la connexion ∇ est anti-autoduale, le fibre´ vectoriel E admet une struc-
ture holomorphe naturelle, compatible a` ∇; on note E le faisceau des sections holo-
morphes de ce fibre´. De fac¸on analogue, de´signons par Q le faisceau des sections
holomorphes du fibre´ Q sur X×Y . De l’hypothe`se que (E,∇) soit IT1 on de´duit que
Ê = R1πˆ∗(π
∗E ⊗Q) (ou` R1πˆ∗ est, comme d’habitude, la premie`re image supe´rieure
du morphisme πˆ) est un faisceau localement libre de modules sur le faisceau struc-
tural OY de Y . Par conse´quent il de´termine un fibre´ vectoriel holomorphe, qui est
isomorphe, en tant que fibre´ lisse, a` Ê; de plus, en vertu de la fonctorialite´ de la
construction de l’indice, la connexion ∇̂ est compatible a` la structure holomorphe
de Ê .
Afin de prouver que (Ê, ∇̂) est un instanton, on utilise la correspondance de
Ward [6], qui nous permet de “remonter” la question au niveau des espaces des
twistors dans le diagramme (1). D’apre`s la correspondance de Ward, en effet,
l’image re´ciproque p∗E de E sur ZX posse`de une structure holomorphe; de´signons
par M le faisceau des sections holomorphes du fibre´ vectoriel que l’on obtient de
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cette manie`re. De plus, p∗E est trivial, en tant que fibre´ holomorphe, sur les fibres
de la projection p.
L’isomorphisme suivant re´sulte du the´ore`me de changement de base:
C∞ZY ⊗OZY R
1π2∗(π
∗
1
M⊗ Q˜) ≃ pˆ∗Ê ;
en d’autres termes, l’image re´ciproque pˆ∗Ê posse`de une structure holomorphe qui
est compatible a` la connexion induite pˆ∗∇̂. On ve´rifie que le fibre´ holomorphe pˆ∗Ê
est trivial sur les fibres de pˆ; en utilisant a` nouveau la correspondance de Ward, on
en de´duit que le couple (Ê, ∇̂) est un instanton.
On obtient une premie`re application du The´ore`me 1 en conside´rant un tore
complexe X , son tore dual Y , et le fibre´ de Poincare´ normalise´ Q sur le produit
X × Y . Remarquons que, dans ce cas, la condition IT1 correspond a` la condition
WFF (c’est-a`-dire, “without flat factors”) introduite par [7]. Sous ces hypothe`ses,
le The´ore`me e´nonce´ est e´quivalent aux re´sultats prouve´s par [14,5,15,7] (cf. [2] pour
les de´tails).
Pour illustrer une autre application du The´ore`me 1, on conside`re une surface K3
X , munie d’une me´trique de Hodge Φ, et on choisit sur X un fibre´ en droites plat L.
Soit Y l’espace de modules des U(2)-instantons (F,∇) sur X , ayant detF ≃ L et
c2(E) =
1
4
c1(L)
2+2; dans [4] nous avons montre´ qu’il est effectivement possible de
remplir ces conditions. On obtient donc un espace de modules Y , non vide, compact
et de dimension deux, qui est par suite, d’apre`s [13], une surface K3. Meˆme dans
ce cas, le couple (Ê, ∇̂) est un instanton sur Y (cf. [3]).
2. Inversibilite´ et irre´ductibilite´ de la transformation de Fourier-
Mukai. Dans le cas ou` l’instanton (E,∇) est irre´ductible, c’est-a`-dire lorsqu’il n’y
a pas de de´composition E = E′ ⊕ E′′ compatible a` la connexion ∇, on peut se de-
mander si l’instanton (Ê, ∇̂), obtenu par la transformation, est encore irre´ductible.
Ce point est en rapport avec la question de l’inversibilite´ de la transformation de
Fourier-Mukai. En fait, lorsque X est un tore complexe et Y est son tore dual,
on peut montrer que la transformation est inversible; cela entraˆıne que si (E,∇)
est irre´ductible, avec c1(E) = 0 et rkE > 1, l’instanton transforme´ est irre´ductible
(et rk Ê > 1, c1(Ê) = 0). En vertu de la correspondance de Hitchin-Kobayashi
entre les instantons irre´ductibles et les fibre´s holomorphes stables, ce re´sultat est
equivalent a` celui demontre´, dans le cadre de la ge´ome´trie alge´brique, dans [8] (cf.
aussi [10]). Il est, en effet, possible de prouver un re´sultat plus ge´ne´ral, ou` l’on ne
suppose que degE = 0 (en d’autres termes, on peut conside´rer des U(n)-instantons,
et pas seulement des SU(n)-instantons) [7].
Nous allons prouver un re´sultat tout a` fait semblable [3], lorsque X est une
surface K3 sur laquelle on choisit — ce qui est possible pour une large classe de
surfaces K3 —:
(i) une forme de Ka¨hler Φ dont la classe de cohomologie H ve´rifie H2 = 2;
(ii) un fibre´ holomorphe en droites L ayant premie`re classe de Chern ℓ = c1(L)
satisfaisant a` la condition ℓ ·H = 0 et ℓ2 = −12.
Soit Y l’espace de modules des instantons irre´ductibles (F,∇) sur X , avec rkF =
2, detF ≃ L, et c2(F ) = −1 (la condition c2(E) =
1
4
c1(L)
2 + 2 est donc ve´rifie´e).
On prouve que l’espace Y est non vide, et qu’il est isomorphe, en tant que varie´te´
alge´brique complexe, a` X [3]. Soit S la restriction du fibre´ d’Atiyah-Singer [1] a`
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X × Y ; notons R la courbure de la connexion universelle sur S. On peut de´finir
une forme de Ka¨hler ΦY sur Y en posant [16,9]
ΦY =
∫
X
π∗Φ ∧ trR2 .
Conside´rons, sur le produitX×Y , le fibre´ holomorpheQ (ayant groupe structural
U(2)), qui est de´termine´ par les conditions suivantes:
(i) le SO(3)-fibre´ associe´ a` Q est isomorphe a` S;
(ii) conside´rons la famille d’ope´rateurs elliptiques obtenue en tordant la connexion
∇Q, de´finie de fac¸on naturelle sur Q, par le complexe de Dolbeault relatif associe´
a` la fibration πˆ:X × Y → Y ; choisissons la normalisation de Q de´termine´e par la
condition que moins l’indice de cette famille soit le fibre´ en droites trivial sur Y
(dans le langage des fibre´s holomorphes, cela revient a` dire que R1πˆ∗Q ≃ OY ).
En se plac¸ant du point de vue de la ge´ome´trie alge´brique, on remarquera que le
fibre´ Q correspond au faisceau universel sur X×Y ; sous nos hypothe`ses, ce dernier
est localement libre [3].
L’ide´e de base est de conside´rer l’espace de modules Y comme une sorte de
“varie´te´ duale” deX . En effet, entre les deux varie´te´sX et Y il existe une relation de
syme´trie, car on de´montre queX est isomorphe a` l’espace de modules des instantons
irre´ductibles sur Y ayant rang 2 et deuxie`me classe de Chern −1 et dont le fibre´
de´terminant est isomorphe au fibre´ en droites L̂ sur Y de´termine´ par la condition
que c1(L̂) soit la partie de −c1(Q) contenue dans H
2(Y,Z). En fait, cette requeˆte
est “syme´trique” au fait que c1(L) est la partie de c1(Q) contenue dans H
2(X,Z).
Si l’on conside`re X comme un espace de modules d’instantons sur Y , alors le
produit Y ×X porte son fibre´ d’Atiyah-Singer naturel; il est facile de montrer que
le fibre´ universel associe´ a` ce dernier co¨ıncide avec le fibre´ vectoriel dual Q∗ [3]. On
parvient donc a` de´finir un foncteur de Fourier-Mukai, qui transforme fibre´s (munis
d’une connexion) de type IT1 sur Y en objets du meˆme genre sur X .
Nous pouvons enfin e´noncer les principaux re´sultats que nous avons obtenus;
leur de´monstration, fonde´e sur des me´thodes de ge´ome´trie alge´brique, est donne´e
dans [3].
The´ore`me 2. (Inversibilite´) Si (E,∇) est de type IT1 sur X, alors sa transforma-
tion de Fourier-Mukai (Ê, ∇̂) est IT1. De plus, la transformation de Fourier-Mukai
de (Ê, ∇̂) est isomorphe a` (E,∇).
Soit (E,∇) un instanton irre´ductible sur X ; supposons qu’au moins l’une des
conditions suivantes soit ve´rifie´e:
rkE 6= 2, detE 6≃ L∗, c2(E) 6= −1 .
On peut donc montrer que (E,∇) est IT1 [3]; en employant la proprie´te´ d’inversi-
bilite´ de la transformation, il est aise´ de prouver le re´sultat suivant.
The´ore`me 3. (Irre´ductibilite´) La transformation de Fourier-Mukai de (E,∇) est
un instanton irre´ductible sur Y .
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